
11 êëàññ Ðàçíîáîé 7 ìàðòà 2019

1. Êàæäàÿ öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè îêðàøåíà â îäèí èç òð¼õ
öâåòîâ, ïðè÷¼ì âñå òðè öâåòà ïðèñóòñòâóþò. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè òð¼õ ðàçíûõ öâåòîâ.

2. Ïóñòü M = {x1, . . . , x30} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç 30 ðàçëè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë; An (1 6 n 6 30) � ñóììà âñåâîçìîæíûõ ïðî-
èçâåäåíèé ðàçëè÷íûõ n ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà M . Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
A15 > A10, òî A1 > 1.

3. Ïóñòü IA è IB � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ
ñòîðîí BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî, à P � òî÷êà
íà îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå,
÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
òðåóãîëüíèêîâ IACP è IBCP , ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè ω.

4. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî
áîëåå 2N (N > 3) ïîïàðíî íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè,
îáëàäàþùåãî ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:
• äëÿ ëþáûõN âåêòîðîâ ýòîãî ìíîæåñòâà íàéäåòñÿ åù¼ òàêîéN−1

âåêòîð èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ÷òî ñóììà âñåõ 2N − 1 âåêòîðîâ ðàâíà
íóëþ;
• äëÿ ëþáûõ N âåêòîðîâ ýòîãî ìíîæåñòâà íàéäóòñÿ åù¼ òàêèå N

âåêòîðîâ èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ÷òî ñóììà âñåõ 2N âåêòîðîâ ðàâíà íóëþ.

5. Äàíû ìíîãî÷ëåíû P (x) è Q(x). Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-
ãî÷ëåíà R(x, y) âûïîëíåíî P (x) − P (y) = R(x, y) · (Q(x) − Q(y)). Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí S(x) òàêîé, ÷òî P (x) = S(Q(x)).

6. Â ñòðàíå íåñêîëüêî ãîðîäîâ, íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñîåäèíå-
íû äâóñòîðîííèìè áåñïîñàäî÷íûìè àâèàëèíèÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè
k àâèàêîìïàíèÿì. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå ëèíèè îäíîé àâèàêîìïà-
íèè èìåþò îáùèé êîíåö. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ãîðîäà ìîæíî ðàçáèòü íà
k + 2 ãðóïïû òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ãîðîäà èç îäíîé ãðóïïû íå ñîåäè-
íåíû àâèàëèíèåé.

7. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ïðîâåäåíî ñå÷åíèå, ÿâëÿþùåå-
ñÿ øåñòèóãîëüíèêîì. Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò øåñòèóãîëüíèê ìîæíî ïîìå-
ñòèòü â íåêîòîðûé ïðÿìîóãîëüíèê Π. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíèê
Π ìîæíî ïîìåñòèòü îäíó èç ãðàíåé ïàðàëëåëåïèïåäà.
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