
8 êëàññ ×èñëà ñî÷åòàíèé 15 äåêàáðÿ 2018

1. à) Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, 0 < k < p. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
p
... p.

á) Äîêàæèòå, ÷òî
(d1 + d2 + · · ·+ dm)!

d1!d2! . . . dm!
� öåëîå ÷èñëî.

â) Äëÿ íàòóðàëüíîãî n äîêàæèòå, ÷òî Cn
2n
... n+ 1.

2. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå (n+1)× (n+1) ñòðîêè è ñòîëáöû ïðîíóìå-

ðîâàíû ÷èñëàìè 0, 1, . . . , n. Ðàññìîòðèì ïóòè èç êëåòêè (0, 0) â êëåòêó
(n, n), èäóùèå òîëüêî ââåðõ è âïðàâî è íå ïîäíèìàþùèåñÿ âûøå äèà-
ãîíàëè êâàäðàòà. Òàêèå ïóòè íàçûâàþòñÿ ïóòÿìè Äèêà. Êîëè÷åñòâî

òàêèõ ïóòåé îáîçíà÷àåòñÿ Cn è íàçûâàåòñÿ n-ì ÷èñëîì Êàòàëàíà.

à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n îòêðûâàþùèõñÿ è n çàêðûâàþùèõñÿ

ñêîáîê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè

â ëþáîì å¼ íà÷àëüíîì êóñêå îòêðûâàþùèõñÿ ñêîáîê íå ìåíüøå, ÷åì

çàêðûâàþùèõñÿ. Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ïóòÿìè Äèêà è ïðàâèëü-

íûìè ñêîáî÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

á) Ïîñòðîéòå áèåêöèþ ìåæäó ïóòÿìè Äèêà è ðàçáèåíèÿìè âûïóê-

ëîãî (n+ 2)-óãîëüíèêà äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïóòåé èç (0, 0) â (n, n), êîòîðûå ïîäíèìà-
þòñÿ âûøå äèàãîíàëè, ðàâíî ÷èñëó âñåõ ïóòåé èç (0, 0) â (n−1, n+1).
Âûâåäèòå îòñþäà ôîðìóëó äëÿ n-ãî ÷èñëà Êàòàëàíà.

3. Íàéäèòå ñóììó (C0
n)

2 + (C1
n)

2 + · · ·+ (Cn
n)

2.

4. à) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç áóêâ A è Á äëèíû

n, â êîòîðûõ íèêàêèå äâå áóêâû Á íå ñòîÿò ðÿäîì?

á) Íàéäèòå ñóììó C0
n+1 + C1

n + C2
n−1 + . . .

5. à) Â êëàññå ó÷èòñÿ n ðåáÿò. Ó÷èòåëü õî÷åò îòïðàâèòü íà îëèìïè-

àäó êîìàíäó ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà, îäèí èç ÷ëåíîâ êîòîðîé áûë áû

êàïèòàíîì. Èç ñêîëüêèõ âàðèàíòîâ åìó íóæíî âûáèðàòü?

á) Íàéäèòå ñóììó C1
n + 2C2

n + · · ·+ nCn
n .

â) Íàéäèòå ñóììó C1
n + 4C2

n + · · ·+ n2Cn
n .

ã) Íàéäèòå ñóììó C1
n − 2C2

n + 3C3
n − . . .+ (−1)n+1nCn

n .

6. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà k < m < n. Äîêàæèòå, ÷òî (Ck
n, C

m
n ) > 1.
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